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Oppgave 1 (45%)

(diskret optimalregulering: med og uten krysskoblinger

i kriteriet)

Gitt et LQ kriterium definert over tidshorisonten i ≤ k ≤ N , dvs.

Ji =
1

2
xT

NSxN +
1

2

N−1∑
k=i

[yT
k Qyk + uT

k Puk], (1)

der S ∈ R
n×n, Q ∈ R

m×m og P ∈ R
r×r er symmetriske vektmatriser.

a) Anta at vi har gitt en diskret tilstandsrommodell

xk+1 = Axk + Buk, (2)

yk = Dxk, (3)

for en prosess. Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimalis-
erer kriteriet Ji gitt ved (1) med prosessmodellen (2) og (3) som bi-
betingelse.

Løsningen skal best̊a av:

1. Et utrykk for den optimale p̊adragsvektor uk.

2. En Riccati ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati ligningen.

4. Hva blir minimumsverdien, J∗

i , for det optimale systemet?

b) Anta at vi har gitt en diskret tilstandsrommodell

xk+1 = Axk + Buk, (4)

yk = Dxk + Euk, (5)

for en prosess. Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimalis-
erer kriteriet Ji gitt ved (1) med prosessmodellen (4) og (5) som bi-
betingelse.

Løsningen skal best̊a av:

1. Et utrykk for den optimale p̊adragsvektor uk.

2. En Riccati ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati ligningen.

1



c) Anta n̊a et optimalkriterium

Ji =
1

2

∞∑
k=i

[(rk − yk)
T Q(rk − yk) + uT

k Puk], (6)

der rk er en referansevektor for målevektoren yk.

Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet Ji

gitt ved ligning (6) og med modellen (4) og (5) som bibetingelse.

Løsningen skal best̊a av:

1. Et utrykk for den optimale p̊adragsvektor uk.

2. En Riccati ligning og en differens ligning.

3. Hva med grensebetingelser i dette tilfellet?

Oppgave 2 (25%)

(Diverse spørsm̊al)

a) Hva menes med dualitetsprinsippet? Sett opp en tabell som illustrerer
dualitetsprinsippet for kontinuerlige systemer.

b) Gitt et lineært system

ẋ = Ax + Bu (7)

der x(t0) er en gitt initialtilstandsvektor.

Hva blir løsningen x(t) ?

c) Gitt en PID-regulator

u(s) = Kpe(s) +
Kp

Tis
e(s) + KpTdse(s) (8)

der e(s) er reguleringsavviket.

• Finn en kontinuerlig tilstandsrommodell for PID-regulatoren! Merk:
det er ikke nødvendig å diskutere problemstillinger rundt ė som vil
inng̊a i svaret!

• Benytt resultatet fra oppgave 2b) over til å finne et uttrykk for
løsningen, u(t).

d)

• Hva menes med separasjonsteoremet?
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• Hva menes med en LQG regulator? Tegn blokkdiagram for en kon-
tinuerlig LQG regulator.

d) Vi har gitt en prosess modellert med en skalar og kontinuerlig tilstand-
srommodell

ẋ = ax + bu, (9)

og et skalart LQ kriterium

J =
1

2

∫
∞

0

(qx2 + pu2) (10)

Finn et uttrykk for det optimale p̊adraget, u∗, for prosessen i (9) som
minimaliserer kriteriet (10).
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Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

ẋ = f(x, u, t) (11)

J = S(x(t1)) +

∫ t1

t0

L(x, u, t)dt (12)

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H = L + pT f (13)

ṗ = −
∂H

∂x
(14)

p(t1) =
∂S

∂x
|t1 (15)

Diskret optimalregulering

xk+1 − xk = f(xk, uk, k) (16)

Ji = S(xN) +
N−1∑
k=i

L(xk, uk, k) (17)

Det diskrete maksiumumsprinsippet

Hk = L(xk, uk, k) + pT
k+1(xk+1 − xk) (18)

pk+1 − pk = −
∂Hk

∂xk

(19)

pN =
∂S

∂xN

(20)

Derivasjonsregler

∂

∂x
(Qx) = QT ,

∂

∂x
(xT Qx) = Qx + QT x (21)

∂

∂x
((r − Dx)T Q(r − Dx)) = −2DT Q(r − Dx) (22)
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